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1 Fi campo fe los reales 

Desde los estudios de humanidades 
nuestros alumnos están familiarizados con el conjunto 73 de los 
números reales, de tal modo que conocen y manejan con seguridad 


tas Operaciones fundamentales entre ellos. 


Por esta razón, el pérrafo presente 


r 


cael 


tiere como objetivo LUIS REOT LEE las aropledales del 


Conjunto de los números reálos, que posteriormente serán de uso 


frecuente. 


a) Axiomas de adición. 


Pn el conjunto JR se define una opes 
ración llamada suma, que asocia a cada par ordenado de números 
reales: a y b un número real a + b, de tal modo que se cumplen 


los axiomas siguientes: 


a1) Para todo a € IR y b € IR se tieno: 


a L b= b +L a (commutatividad). 


e) Para todo a € IR, be Rv ce Il, se tiene: 


lía * 3) + co= a * be c (asociatividad). 


jò 


Existe en IR un número: 0, tal que: 


ht 


2 LD < a M aC R 


A“) Para cada a € IR existe un elemento ita € IR, tai mis: 


a + lua) = 0. 


De acuerdo a la terminología aige- 
braica conviene observar que la pareja ( IR, +; constituye un 


grupo abellano. 


b) Axiomas de Multiplicación. 


a En el conjunto IR se define uña ope- 
ración llamada producto, que asocia a cada pareja ordenaca de 
números reaies: a y b un número real ab, de tal modo que se ve- 


rifican las axiomas siguientes: 


M1)? Para todo a € IR y b € IR se tiene: 


a-D = b-a (commutatividad). 


M2) Para todo a € R, be Ryc€ IR, se tiene: 


¿tashnt.c = a.b.c) (asociatividad). 


113) Existe en R un elemento: 1 X 0, tal que: 


M4) Para cada a € R y a # 0, existe un elemento a 


tal que: a-a = 1, 


la operación producto (-), recién definida, cons- 


TP. - (0) con peración producto (e); 


 tituye un grupo abeliano. 


c) Axioma de Distribución. 


D1) Para todo a€ TR. be Iyc€ R, se tiene: 


(a tb G= Aa - C Lb: O 


Este axioma que vincula las operacio- 
nes de adición y multiplicación, junto con las axiomas prece- 


dentes nos garantiza que la terna (IR, +, -+) es un campo alce 


braico. 
d) Axiomas de Orden. 


En el conjunto IR, para cada par de 
aúmeros reales se define una relación binaria: "menor que" ex- 
presada por el símbolo, <, de tal modo que se verifican los 


axiomas slicuientes: 


ti) Para cada al€ R y b€ IR se tiene una y sólo una de las 


expresiones: a<b a=b b< a 


027 Para cada a € R,b € R yc €E IR, se tiene que: 


a<b y b<c implica a<c 


03) Para cada a € R, b€ Ryc€ IR) se tiene que: 


a<b implica a +a<sb+c 


04) Para caca aé R,b€ Rv og IR) se tiene que: 


a<b y 0 < C ' implican ac < be 


P 


“onjunto IR de los números reales, 


por saticfacor los axiomas (Gl). (02), (03) y (04) se dicen que 


a cx pa se 


¿és un camp G TOG 


D 


< 


Desde estos postulados se obtiene 


sin dificultad los teoremas usuales sobre desigualdades. De- 
finida la relación { < ) "menor que" se puede introducir sin 


dificultad las relaciones ( > ) "mayor que"; ( < ) "menor o 


igual que" y ( > ) "mayor o igual que", en efecto, basta tomar 
ia definición siguiente: 
DEF 1 
b significa b< a 
6 < D significa (no a > b) 
b significa (no a < b) 

Todos los axiomas precedentes, vale 
decir, los axiomas de adición, de multiplicación, de distribu- 
ción y de orden, son indudablemente muy familiares para los 
jóvenes estudiantes liceanos. Creemos que no ocurre lo mismo 
con el llamado axioma de completitud o axioma de completividad, 
que es el que realmente permite diferenciar al campo de los núme- 


ros reales de cualquier otro campo ordenado. 


Con el propósito de presentar en forma 
adecuada este axioma de completitud, debemos introducir previa- 


mente algunas nociones de fundamental importancia. 


Un conjunto S de números reales de 


dice acotado superiormente si existe un número real b, tal que: 


x< Db Y xES 


El número b se llama cota superior del conjunto S. 


Como ejemplo de conjunto acotado su- 
periormente, podemos mencionar el conjunto IR”, de los reales 


negativos, que admite como cota superior el número cero. 


De acuerdo a la definición anterior 
tenemos que si un conjunto S ce números reales es acotado supe- 
riormente, ningún número de S es mayor que la cota superior b. 
Además si b es cota superior de S, todo número real mayor que b 
también es cota superior de S. 

Finalmente, conviene observar que, 
hay conjuntos de números reales que no son acotados superiormente. 
Tal cosa ocurre, por ejemplo, con el conjunto de los enteros 


positivos. 


DEF 3 


Un conjunto S de números reales se 


dice acotado inferiormente si existe un número real a, tal que: 


x>a Y XES 
El número a se llama cota inferior del conjunto S. 


El conjunto TRT de los reales posi- 
tivos es acotado inferiormente, ya que admite como cota infe- 


rior al cero y también a cualquier número negativo. 
DEF 4 


Un conjunto S de números reales se 


dice acotado,si es acotado superior e inferiormente. 


Como ejemplos de conjuntos acotados 


podemos mencionar los intervalos: 


(ay bD) = E Aaa Sab) 
la, b] = (fx |a<x<b) 
la, bj = Clas ab) 
tan b) s {x]|x<a<b)} 


En todos ellos el número a es cota inferior y el número b es 


cota superiór . 


DEF 5 


Se llama supremo de un conjunto S 


de números reales, a todo real M, tal que: 


8. 


1) x<M TRGS 
< z e S te y 
2) Y Mo 1 T X 3 tal que x > N. 


Para indicar que M es supremo del conjunto S, pondremos: 


De acuerdo a esta definición tenemos 
que un número M es supremo de un conjunto S de números reales 
si y sólo si: 

1) M es cota superior de S. 


2) M es la menor cota superior de 5. 


De esta observación se infiere de 
inmediato que si un conjunto S tiene supremo, éste debe ser 
único. De todos modos para no dejar ninguna duda al respecto, 


demostraremos esta afirmación. 


TEOREMA 1 
4 Si un conjunto S de números reales 


tiene un supremo, éste es único. 


Dm. 


Supongamos -que el conjunto S tenga dos supremos M4? y Mr 


entonces puesto que M, y M, son también cotas superiores de S, 


tenemos: 


La defínición de supremo de un con- 
junto S frecuentemente se da por una formulación equivalente 
que pasamos a indicar. 

TEOREMA 2 

Un número real M es supremo de un 

conjunto S de números reales si y sőlo si: 


d T Y X G 2 


2)YEe>0 TX e€-S tal que x>M-e 


Sea M el supremo de un conjunto S, entonces por definición 


de supremo, tenemos que:' 


Dc Y xe 2 


2) Y H Í M 3xXES tal que x > Mo 


Tomando e = M - M_, resulta M, =M ~ e con e > 0 y entonces 


la condición (2) se expresa por: S 


31 Ve>0 E tal que > Mag 


10. 


Así si M es supremo de S se verifican las dos condiciones in- 
dícadas en el teoremz. 

Recíprocamente sea M un número que 
verizíca las relaciones: 


i) x <M L 


0 3x€S tal que X>M-eE 


KJ 
2 
« 
m 
V 


Daremos a la condición (2) la forma 
corriente que tiene en la definición de supremo. En efecto, 


tomando Mo = M- e, se tiene Mo < M y entonces (2) se recice a: 


y y Ç N r e E > 
3) Y Mo < M TeS tai que xX Mo 


205 intervalos abierto y cerrado que se indican: 


(a,b) =íx | a<x<b) 
[a.b] 


tienen ambos como supremo al número b; pero en el primer conjun- 


l 
Ee 
x 
w 
La 
x 
lA 
D 
2 


to, b no es elemento del intervalo y en el segundo, b es elemento 


del conjunto. 


DEF 6 


Se llama ínfimo de un conjunto S de 


< 


números reales, a un real m, tal que: 


11. 


1) x > m MIES 
2) ¥ m> TRAS tal que X < mo 


Para indicar que m es ínfimo del con- 
junte L, pondremos: m = infs 

La definición precedente expresa que 
un número m es ínfimo de un conjunto S de números reales, sí y 


sólo si: 


OX 


1) m es cota inferior de S, 
21 m es la mayor cota inferior de S. 
e 


De aquí entonces que si un conjunto de números reales tiene Îr- 


fimo, éste debe ser único. 

Tal como ocurrió con la idea de su- 
premo, la noción de ínfimo puede expresarse también en la forma 
siguiente: 

TEOREMA 3 
a Un número real m es ínfimo de un conjun- 
to S de números reales si y sólo si: 


1) N > m Yxes 


2)Ve> 0 HX € Ss tal que x<m+e, 


12. 


Dm. 

Análogsa a la del teorema 2. Se deja al lector. 

Los intervalos semi-abiertos que se 
T fai l H | 
E ; E 

(asb) = {x a< "Y <b I 

[ak =s {x| S - N < b o? 
tienen ambos como íntimo al número a. En el primero de ellos. 
a € 3 y en el segundo a E 3. 


Introducidas las nociones de ínfimo y 
do «eupremo estamos en condiciones de dar el llamado axioma de 
completitud, que como hemos dicho es el que permite diferenciar 


el campo de los reales de otros campos ordenados. 
e) Axioma de Comvletitud 


C1) Todo conjunto S de números reales, no vacío y acotado supe- 


riormente tiene supreno. 
TEOREMA 4 
Todo conjunto S de números reales, no 


vacíc y acotado inferiormente tiene ínfimo. 


23m. 


Sea A= Lag IR | a es cota inferior de S ) 


13. 


Como S es acotado inferiormente, tenemos que A no es vacío. 
Además, si x € 2 v a € A, por ser a cota inferior de S ocu- 
rre que, a < x, para todo a € A y entonces A es acotado supe- 
riocmente. 

Aprovechando el axioma de completitud, 
como A es no vacío y acotado superiormente, concluímos que A 
tiene un supremo a. Haremos ver que a es ínfimo de S. Por ser 


a supremo de A tenemos que: 
1) a< a yaen. 

y como todo x € S es cota superior de A ocurre que: 
2) a < x Y xes. 


La expresión (2) nos muestra que a es cota inferior de 2 
y la expresión (1) muestra que, toda cota inferior a de S, es 


menor que a, así tenemos que a es la mayor cota inferior de S, 


o sea que a = infS. 


TEOREMA 5 (Dedekind) 
Sean A y B dos subconjuntos de IR, tales que: 
1) AUB = IR 


2) AFB >» BAY 


3) ag A be b 


pb a<b 


14, 


entonces existe ur nárero w € IR, tal que: 


PAS aoa > E 
xo yu AA xEB 
Do acu cdo a la hipótesis (2) el conjunto A no es vacío 


Y opor (3: 21 conjunto 2 es erotodo superiormente. Aprovechan- 


do cl axioma de completitm. concluímos que A tiene un supremo. 


Por ser w el supremo de A, tenemos: 


4) a < Y M a GC A 


y como todo b € B es cota superior de A resulta: 
5) WoS b Y D € Bo 


Ahora si x > w, afirmamos que x € B, 
pues si suponemos x € A, la expresión (4) obliga que x < w, 


expresión que contradice la hipótesis x > wW. 


Análogamente si x < w, afirmamos que 


sí suponemos x € PR, la expresión (5) obliga que 


A 
i y 
2 
“~ 
"Y 
LC 
2 
n 


x > w, expresión que contradice la hipótesis x < w. 


15- 


Observación 


En el tecrema anterior está implíci- 
ta la 20:.on de cotadura de Dedekind, que tradicionalmente ha 


3... considerada para definir la noción de número real, partien- 


uz del conjunto Q de los racionales. Pero el Len rens afirme 


1 
Y 


mucho más. En efecto, se s=be que una cotadura en el campo de 
los racionales define un rúmero real; el teorema de Dedekins 


asegura que una cotadura en el campo de los reales tamo én de- 


Mé 
e 
pu] 
Y 
LU 
LY 
baa 
10 
GL 
(D 
D 
49) 
tn 
$ 
D 
D 
L 
vÜ 
a 
m 
a) 
w 
3 
O 
1 
p 
Q 
þad. 
h 
M 
1 


fine un real y ello i 


“ni is 


J 
O. 
DT 


rencia entre el conjunto de los racionales y el conjunto 


los reales. 


DEF 7 


e llama vecindad o entorno de un nú- 


U3 


mero real a,todo intervalo de ia forma (a - Rya O o y 

k positivos. 

DEF 8 
Se dice que un número a,es punto de 

acumulación de un conjunto S,si en toda vecindad de a existen 


infinitos números del conjunto S. 


< 


Un punto de acumulación de un conjun- 


to no es necesariamente un elemento del conjunto; así en el 


conjunto: 
L LL 1 
K 
E a a a e E T L 
2 3 4 n 
- 5 A E e 
> cero es un punto de acumulación y no pertenece al conjunto. 


El conjunto de los números del intervalo abierto (0, 1) tiene, 
entre otros, por puntos de acumulación los números cero y uno, 
números que no pertenecen a dícho conjunto. El conjunto de 

todos los números enteros no tiene puntos de acumulación. El 
conjunto de los números contenidos en el intervalo cerrado Oz, 


tiene a todo número de él como punto de acumulación. 


TEOREMA 6 
Todo conjunto acotado de infinitos 


números tiene por lo menos un punto de acumulación. 


Dm. 


Como: el conjunto C de números es acotado, existen los nú- 
meros m y M. Indicando con x un número cualquiera de C, pode- 


mos distinguir los dos siguientes casos: 


1?- Por pequeño que sea el intervalo (m, x) siempre hay 


en él infinitos números de C. 


17. 


29- Hay x = ¥, tal que en el intervalo (m, X) no hay in- 
finitos números de C. 

En el primer caso el teorema es in- 

d ALO, pues en la hipótesis considerada, m es un punto de a- 

cumulación de C, ya que para todo h > 0, ocurre que en la ve- 


Ccindad im - h, m + h} hay infinitos números de C. 


En el segundo caso sea X, el supremo 


dea los X, puede ocurrir entonces que X = Mo bien X < M, 


Cuando X = M se tiene que cada x es 
un X, luego para todo número x del conjunto C ocurre que en el 
intervalo (m, x) no hay infinitos términos de C, pero doma en 
el intervalo (m, M) hay infinitos números de C, resulta que todo 
intervalo (X, M) tiene infinitos elementos đel conjunto, lo 


que asegura que M es punto de acumulación de él. 


Veamos finalmente el caso X < M, de- 
mostraremos que en esta hipótesis,X es un punto de acumulación; 
en efecto si no lo fuera, existiría por lo menos una vecindad 
(X - h; X + h) en la cual no habría infinitos números de C, 
luego lo mismo ocurriría en (m, X + h), de aquí que X + h sería 


un k, lo que indudablemente es absurdo por ser X el supremo de 


los x. 


de Teorema de Ecl ano 


dice cerrado si tedo 


DEF. 10 


junto S de números re 


de acumulación de S. 


DEP. 11 


de números reales al 


2.- Sucesiones. 
TES 


DEF. 12 


18. 


Este teorema se conoce con el nombre 


-_Weierstrass. 


Un conjunto S de números reales se 


punto de acumulación de S pertenece a S. 


Za JI amn PTT N PEA TR P OT 
a a LLAI GUI _j MELL CMM UCL L Y GMM uc uil COIL 
ales, ez conjunto S" de todos los puntos 


Se llama clausura de un conjunto S 


conjunto: 5 = S U S'. 


Si a Cada número natural n = 1, 2, 


3, s.e., se hace corresponder un número an” el conjunto: 


'a,) = a;r a) agr EOS ST xe ss k 


se llama sucesión. 


19. 


De acuerdo con esta definición, son 


sucesiones los siguientes conjuntos de números: 


E TA a 
A | Ha E a} = E Sa L ERER } 
I a A T 
ía, | ds G g A MS E E AO 

DEF. 13 


Diremos que una sucesión (a,) tiene 
al número a como límite, si tomado un número £ > 0 arbitrario, 


existe un número natural N, tal que: 


la - al < c Y n>N 
n 
Para indicar que la sucesión (ap? 


tiene como límite el número a, emplearemos la notación: 
- lim a =a 
n 
Conviene observar que de acuerdo con 


la teoría de las desigualdades la expresión la, S al < €, puede 


reemplazarse por: 


20. 


Q-E Oy Q+E 


y debido a ésto, emplearemos indistintamente una u otra según 


lo estimemos conveniente. 


De acuerdo con la definición de lí- 


mite que hemos dado, se tiene: 


pues tomado arbitrariamente un número £ > 0, resulta que 
E =0l<€ Y n>N 
siendo N el mayor entero contenido en 1/e 


DEF. 14 


Toda sucesión (an? que tenga un lí- 
mite a, se dirá convergente. Toda sucesión no convergente se 


dirá divergente. 


DEF, 15 
Una sucesión La.) se dirá divergen- 
te a infinito (+) si tomado un número arbitrario G > 0. exis- 


te un número natural N tal que: 


21. 


G M n> N 
Para indicar que (ap) diverge a in- 


finito, emplearemos la notación: 


[i 
8 


lim a 
n 


TEOREMA 7 


Toda sucesión convercernte es acotada. 


Si (a,)? converge hacia a, tomado € > 0 arbitrario, existe 

un número natural N, tal que: 
a-ze<Sa <ate Yon >a 
n 

así entonces a partir del rango N adelante todos los términos 
de la sucesión (an? quedan en el intervalo (a ~-e, a + €) y co- 
mo fuera de dicho intervalo solamente hay un número finito (N) 
de términos de la súcesión, siempre será posible indicar una 


cota superior y una cota inferior para el conjunto (an) - 


3.- Teoremas sobre límites de sucesiones. 
Los teoremas que veremos a continua- 
ción nos muestran algunas de las propiedades más"“importantes 


de las sucesiones convergentes. 


22% 


TEOREMA 8 


Si lim a, > 2 entonces lim k Sr Ka = k-«lim an 
1 


Em. 
-n efecto, tomado € > 0, existe N tal que: 
E £ - 
[au ^ Sl < T para n > H. 
¿nd 
de conde 
Ika, - kaj <e para n > N. 


y esta expresión, de acuerdo a la definición de límite de una 


sucesión, nos expresa cue: 


lin kan = ka k- lim an: 
TEOREMA 9 


S $: 1 = A 11 = t < < " 
Si lim a, a, lim a, a Y aní au Z a 


entonces lim Bu = A. 


Dm, 


For hipótesis tomado € > 0, existe Nu Y N2 tales que: 
G LOPE: E para n > N} 
E T 


g= e fa, $ Ah LE para n > N, 


y como 


23. 


al<a <a 
ZL n n 
resulta 
a Es an <ar+e para n > N 
Y USE 
la, -al<e para n> N 


siendo N el mayor de los números N YM 


Las sucesiones (an? y aD se dicen sucesiones minorante 


y mayorante respectivamente con respecto a la sucesión la.) 


Corolario 
; E a n 
Si 0 < q < 1, se tiene: lim aq” = 0 
En efecto, si p es un número positivo tal que q = a 
resulta: 


A A A E RA E 


(1 +p’? L nR Lh R np pn 


- 1 - 
y como la sucesión (5? tiende a 0, igual cosa ocurre con g”. 


TEOREMA 10 

Si lima =a y lim Ba = b, entonces 
lim (A, + ba? = a +b= lim aa + lim Ba 
Dm. 3 


Por hipótesis, tomado £ > 0, existen N y N3 tales que: 


2 < E 
la, al para n > N, 
j ES 
Ib. b 5 para n > N, 


Pero vor cura parte se tiene que: 


15. + ba? - (a + b) = (a, - a) + LB. - b) 
ta, DOTA E bisia - al + |, - b) 

de donde 
| (a, A a bl <e | para n > N 


siendo N el mayor de los númercs Na y N, 
Así tenemos: 

lim (a +b )=a+b= lim a + limb 

n n n n 

Corolario 1 

Si lim a, Fay lim ba = b, entonces 

lim (a. - b ) = lima_ - lim b 

2 n n n n 

En efecto: 

lim (a, 7 b,) = lim a. + (-b,)] 


= lima + lim (-b_) 
n n 


lima, - lim b 
n n 


25. 


Corolario 2 
A Fa f ; n 
Si q > 1, se tiene: lim q = œ 


En electo sea p un número positivo tal que: q= 1 + p, 


= L + p lim in) = o 


e 
| 


lim q z lim {1 + np 
TEOREMA 11 


Si lima, = 0 y b_ es acotada, entonces limab = 0 
n n l non 


Como por hipótesis Da es acotada existe un número B > 0 
tal que |», | < B; además como a, tiende a cero, tomado e arbi- 
i 


trario hay N de modo que: 


para n > N 


mim 


luego 


para n > N, lo que demuestra el teorema. 


. 


26. 


TEOREMA 12 
Si lim arm ary lim ba = b, entonces 
lim an = lim a” lim br 


Se tiene que: 

a-b <= a-b - ab +ab = (a - a)-b + ab 
nn n n n n n 

luego 

lim ar Ba = lim la, - a). ba + lim aba 
pero como la sucesión (a, - a) converge a 0 y la sucesión ba 
es acotada, resulta: 
lim a Ba = a >» lim Ba = a b= lim S lim ba’ 
TEOREMA 13 


Si lim an may lim ba = b ž 0, entonces 


an a lim an 

lim 2.2 —_— conb #ž 0 
b b lim b 
n n 


Dm. 
Como (ba? tiende hacia b, existirá N tal que para n> 1: 


se tendrá: 


27. 


= ibl 1 2 
EN > = o sea - <~- 
2 Ib | Ibl 


lo que nos indica que la sucesión E ) es acotada. Por otra 
n 


parte tenemos que: 


b-b 
1 1 n 
3 ad ond >. -— 
iim G G) lim ups 
E LaS 1 5 CR 
S Lim ES (b N = 
n 
o sea 
La a 
lin b = b 
n 
Finalmente se tiene: 
aa 1 1 1 3 
lim ES lim ar G lim a, * lim E RE 
n n A 
o sea: 
a lim a 
S Iim b 
n n 


TEOREMA 14 


Si lim a, = a, con à ya, > 0, entonces 
b 
lim "log a,) = Plog(lim a) 


Dm. 


< 


Tomando arbitrariamente un número e€ > 0 y suponiendo pri- 


mero b > 1 se tendrá bf > 1 y DEL y como lim a,/a = 1, 


28. 


existirá N tal que: 


ooa E para n> N 
a 
de donde 
b an 
ze x loa e” RE 
a 
o sea 
blog a eS Prog an < Si ad a TL C 
o bien 
¡P1o9 ES biog al < e para n > N 


Finalmente si 0 < b < 1, se tiene: 


E 
lim biog a, = u (- B loa a ) = 
9 an J an 
1 E 
= - lim? log A b log (lim an? = blog (lim a,? 
Corolario 


Si lim Br = b con ba yb > 0 entonces lim ba = p? 


TEOREMA 15 
an 
Si lim a, Fay b > 0 entonces lim b = b 


< 


Para fijar ideas supongamos b > 1. Cualquiera que sea 


el número positivo h existe un número natural p tal que: 


29, 


l+ RR > b y como (l + h)? > 1 + ph queda: (1 + h)? >b 


1 
de donde a 1 +h > b? (1) 
entonces: 

1 
E A <b P y como 1 - h? <L 

se tiene Lamb iér 

z2 

Ihe pep P (2) 


Por último tomemos un número positivo arbitrarioe y de- 


terminemos h de modo que h < c b*, 


Como por hipótesis lim a, = a, tomado el número natural p 


tal que 1 + ph > b, hay un número entero positivo N de modo que: 


paran > N 


o sea 


1 Ç 
$ an oa A para n > N 


Como hemos supuesto que b > 1, resulta 
1 a -a +1 
b D o n <b D para n> N 


de aquí, considerando las relaciones (1) y (2) se tiene: 


a -ra 
LERS D ? < LF A paran > N 


30. 


o sea 


a P 
a a 


1- eb <p < 1 +c£b°ĉ 


para n > N 
Finalmente multiplicando por bf, queda: 
a 8n a 
DD" = E<D <b +e para n> N 


es đecir 


< € g para n > N 


Si 0 < b < 1, haciendo 8 = E resulta B >1 y luego 


a la 1 1 1 1 


2 I S H E O AA: LT T 
lim b = lim (3) lim a- a- z (2) b 
B lim 8 B 
TEOREMA 16 
Si limb =b>0,conb_ > 0 y lima <a, 
n n n 

aa a 
entonces lim Bn = b 
Dm. 

Tenemos 
Sn an ba an 
o A 


Como (an? es convergente, ella es acotada, luego se puede 
determinar dos números h y k para los cuales se tenga h < an < K 


para todo n € N, entonces: 


LU 


31, 


b b a b 
(an < (A < (DR si — x 1 
D D b b 
ba b 
(2, h > (y H > (ny K si -" < 1 
b b b b 
pro como 
b b 
im ES. y ameo a 
b b 
se tiene 
Ba n 
lim (-") 1 
b 
y por lo tanto 
3 G n, ĉn a a 
lim b, = limb T lim (-P) = bR - 1 = b 
D 


Una sucesión (a,) se dice creciente si: 


a <a 1 N ng N 


DEF 17 
Una sucesión (an) se dice decreciente si: 
a >a 1 V ng N 
TEOREMA 17 (Stolz) 


Si de las sucesiones I la segunda tiende a 


. 


infinito y es creciente, se tiene que: 


32. 


lim  = lim 


v v - y 
A n + 1 n 


siempre que el límite del segundo miembro exista o sea infinito. 
Dm. 

Supongamos primeramente que (ua paS u,? / va R Va? 
tienda a un lfmite finito L; en este caso existirá N tal que, 


para n' > N se tendrá 


u - u 
E E E E 
arar E 
GOH vari Ya > 0, resulta: 

a E E a E E a E 
Reemplazando en esta desigualdad n por n + 1, n+ 2, .., Nn + (p-1) 
se obtiene: 

A T aaa a 
(L - €) E + 3 Va + 2) G Sh + 37 Un + 2 e + 3 Ya + 1) (L+e) 
(L-e€) (V AS T EE T p 7 up Me SE 
y Sumando queda: 

A S a A A T 


de donde, suponiendo va > 0 (lo que ocurre para n + p grande), 


resulta: 


33. 


y u u u V 


(L-e) (1 ay Hian t k —— + (1- ZURE) 
n T p nt P n T D n+ D n T+ D 


deac ahora n fijo y haciendo crecer n + p = m se tendrá: 


U 
L-2e<;5<L+2e€ 


para n > Ni siendo N > N. 


Suponiendo finalmente que tu, d uUa? / Y, al 


tiende a infinito, tomado G > 0 arbitrario, se tendrá: 


U == Y 
+ 
ILLA > G para n > N, 
n + 1 n 
O sea 
= > = 
Ya + 1 Un a + 1 Va? S 


y dando a n los valores: n+ 1, n+ 2 ...... N+ p~ 1 resulta: 


A E E al 


Un + p 5 Xp + Di EL n+ p T Yn + p- 1? 


y luego sumando se obtiene: 


U E > GI =y 
nep n SVa + p n? 
u v 
u + n n 
F e a 
n+ p n+ D n + p 


finalmente dejando fijo n y haciendo crecer n + p 
para m > N, 


lo que demuestra el teorema, que en la literatura 


ze conoce con el nombre de Criterio de Stolz. 


TEOREMA 18 
Si lim an = a, con a finito o infinito, 
a a A O L Ñ 
lim dE E A e = a = lim 
n 
Dm. 
Tomando las sucesiones auxiliares: 
= E + 
un as + a, an Y va 
y aplicando el criterio de Stolz queda: 
As aant osos. Ea u 
lim E A N T iiime = 
n V 
n 
u -u 
+ b A 
lim n 1 Dos lim a = a = lima 
+ 1 n 


34. 


= m resulta: 


matemática 


se tiene: 


a 
n 


35. 


TEOREMA 19 


Si lin A, F a, cona, ya positivos y a finito o in- 


finito, se tiene: 


3 


Es inmediato que: 


; n ; n/ 
log lim ay dy +... a, lim log BU: 94 ..- a, 


log a, +log a,+ 2. Flog a, 


lim 


n 


lim log aS log lim an 


de donde pasando al antilogaritmo queda: 


OS y a 
lim as da ro... B lim a, 
Corolario 1 
tn 
Si lim RE L, siendo a, positivo y L finito o no, se 
n — 1 


tiene: 


En efecto: 


n 
n E S 23 Sa e a S 
a = S . P — 6 6 d 6 s A IR ei . AN 


36. 


luego: 


fa a a 
. n OE y 1 2 3 n-1 n E n 
Linh fa, = lim D a We 0... . = lim 
n N 1 ai ES a a a 


Corolario 2 


lim Z/n = 15 lim fa = 1; limn =% 


En efecto, para la primera sucesión tenemos: 


lim a = lim 2 = lim c< 1 


Para el segundo caso, suponiendo primero, a ” 1 se tiene: 


nj n 
L - 
1l<xfa < -> para n > a 


y como lim A/n = L resulta que lim ya = 1. Considerando 


ahora el caso 0 < a< 1, poniendo b = 1/a se tiene b> 1 y 


luego: 


PERE Ue ARI n E 1 C 1 
l1 = lim Ax = iim H C == 
Ea RE 
lim a/a = 1 


wje 


Así: 


Finalmente: 


lim 4/n! = lim =x3yr = Hm n =œ 


4.- Criterios de convergencia. 


Entenderemos por criterio de conver- 


gencia todo teorema que nos asegure la convergencia de una su- 


37. 


cesión. 
Recordamos.que una sucesión (an) se dice creciente si: 


a <a ¿€ Art. .eroo <a <a dT 


A E E ara aA e... 
1 3 1 


TEOREMA 20 


i¡ímite. 


Dm. 


Puesto que (a)? es acotada superiormente, tiene un supre- 
mo M y por lo tanto hay un elemento ió M - € siendo e > 0 ar- 


bitrario y como (ap? es creciente se tiene que 
M = e < S M TL c y n> N 
o sea: 
E y n> N 
que nos indica que M es el límite de la sucesión (lan) e 


Corolario 
Si (an) es decreciente y acotada inferiormente, tiene lí- 


mite. S 


38. 


En efecto, si (a,) es una tal suce- 
sión, se tendrá que la sucesión (5873 será creciente y acotada 
superiormente y la existencia del límite de (Cap? implica la exi 
tencia del límite de 6. < fa US 

Finalmente veremos un teorema debido a 
Cauchy y que corrientemente se conoce con el nombre de crite- 


rio general de convergencia. 
TEOREMA 21 


Condición necesaria y suficiente para la convergen- 
cia de una sucesión (aa) es que tomado € > 0 arbitrario exista 


un entero positivo N tal que: 


< € paran>m> N 


La condición es necesaria: 
En la hipótesis que (a,) converge 


hacia un_límite a, tomado € > 0 arbitrario, existe N tal que: 


la, -aj < 5 para n > N 
la, -aj < 5 param > N 


Por otra parte: 


39. 


(a o a a da + Am? 
alas arae essa | 

luexo: 
S an E paran > N, m> N 


La condición es suficiente: 
Tomando $ > 0 arbitrario, por hipó- 


tesis existe un número natural p tal que: 
la -a 1l < é para n> p 
o bien 


+17 S p + 1 
lo que nos indica que todos los términos de rango superior a p 


quedan en el intervalo (a, E $, a, A +8) y como fuera 


de él hay sólo un número finito de elementos de ella, la suce- 


sión es acotada y por lo tanto tiene a lo menos un punto de 


acumulación en dicho intervalo. Ahora resulta inmediato que 
no puede haber más de uno, pues la amplitud ô del intervalo 


$, a + $) es arbitraria y puede hacerse tan pe- 


( p+1 


a 
p tL 1 
queña como se desee. 


< 


Llamando, a, este punto de acumula- 


ción, consideremos la vecindad (a - £, a + €); ella contiene infi- 


40, 


nitos términos de ¿a sucesión (a,) y fuera de ella hay a lo 
más un número finito de números a, de aquí que-llamando N al 
mavor de los índices de los an situados fuera de (a - £, a +£), 


se tendrá: 


-aļ <e para n> N 
lo que demuestra el teorema propuesto. 


DEF. 18 

Sea I}; I; lz» +s... I una sucesión de intervalos tales 
que cada uno de ellos está contenido en el anterior y tales 
que la sucesión de sus longitudes Li: 1); l, ..... 1, converge 
a cero. Un conjunto (I) de intervalos de esta naturaleza lo 


llamaremos encaje de intervalos. 


TEOREMA 22 
Todo encaje de intervalos determina un número real y 


sólo uno. 


Dm. 


Sea In el intervalo (a: ba?” puesto que In contiene E + 1 


L S > < A 
se tiene que nt Y Ba 43“ bor luego 
= ES a a + 
A 2 a, C AS PIH < Bu Z seseo Ș =i 


... .......o > b 


xv 
o] 
NV 


4i. 


Así entonces la sucesión (aa) es monótona creciente y como to- 
dos sus términos son menores que br resulta que (a,)? conver- 
ge hacia un número au < b}. Análogamente, siendo (ba? monótona 
decreciente y teniendo todos sus términos mayores que ay, re- 


sulta que (ba?) converge a un número 8 > a, + Haremos ver ahora 


que a= B 


Tenemos que: 


B ~ a= limb - lima = lim (b. -a )=0 
n n n n 
ya que la longitud 1, = br "an tiende a cero. 
5.- El número e. 
Para definir este importante número 


TEOREMA 23 


La sucesión E (1 + >) es creciente. 


43. 
(1 + 2)» = L.L T E nm 1 y o E (ai tém nos) 
2in 3in 


E O E COS! 1 2 
(1 + z l+ 14 z (1 5) + a - S) (1 - S + ...(n+1 términos) 


pero como para n > 2 se tiene 2 L. n: resulta: 
O e a E 
y O A 
o sea: 
a A a a 
n 1 
a 


lo que demuestra que la sucesión considerada es acotada supe- 
riormente. 
Corolario 

La sucesión E (1 + =P converge a un número positivo 
no mayor que 3. 


En efecto sabemos que la sucesión e, £S creciente y acota- 


da superiormente y además ES 3. 


DEF. 19 


Se llama número e al límite de la sucesión lea?) o sea: 


< 


lim (1 + == e 


44. 


Este número e lo emplearemos en lo 
sucesivo como base de logaritmos, que llamaremos logaritmos 
naturales y que para distinguirlos de los logaritmos ordina- 
rios los designaremos con la letra L. Así entonces la notación 


La significará logaritmo con base e del número a. 


TEOREMA 25 
Si (a,) es una sucesión divergente a infinito, pri- 


vada de términos nulos y tai que 1 + 1/a, > 0, entonces: 


1 
lim (1 + Bn < e 


a 
n 


Supongamos primero an > 0, entonces llamando p el mayor 


entero contenido en a,» se tendrá: 


p< an < p+ 1 


luego 
1 1 1 
L a 
n 
de donde 
lb + 1 l,a 1_,P 
aae E a 
o sea - 
1,p 1 l.a 1 p +1 1 -1 


45. 


Haciendo tender n a infinito, igual cosa ocurre con p y 
como en tal caso las dos expresiones extremas de la desigual- 


dad precedente, convergen cada una al número e, se tendrá que: 


lim (1 + Z ôn < e 
n 


Suponiendo ahora que a, tiende hacia infinito por valores 


negativos, tomando DS TER de A 1, resulta: 


n 
lim (1 + 13% = lim (1 - C "Bn = lin (2 5 L "Bn 
n n n 
= lim ( Pn Pn = lim (1 + Pn 
5 1 z 5 I 
n 
=lim (l + ppn Tl. a+ E. =e 
n n 
TEOREMA 26 
lim (1 + Z + > CAE: L) =e 
Dm. 
E 1 1 S 
Bea Ea LT T TS Te T 


Como E, €s sucesión creciente acotada superiormente, se 
desprende que ella es convergente, haremos ver que su 1 


es- el número e. 


n 


basa 
Le 
3 


E 


tr 


(1 


(1 


(4 


(1 


(1 


efecto 


(1 + 


se tiene: 


lsn 1 1 1 
c) R o E 
i l p nmz 1) Tooo eam e 
R n 2a n! n? 
Lenco tk nln - 1) 1 n (n-1) (n-2) 
S e ora: 
d 21n $ 3'n 
nin-1) ..... 2'1 
n! n” 

ken 1 Ada (n =K + LD) 

1 C mP O E L PAN 

k=2 k! S n i 
EN n” = m(n -= 1h e (m = k +1) 

E O aana aa 

k=2 k! nË 

k=n nÉ = (n- K + 11 K 

E 

k=2 cr pX 

k=n O A 

z k 

k=2 k! on 

+ ars % A (k - 1) 
K) nK 

ksa I e ken 1 

E E A A 
k=2 k! n k=2 n(k - 2)! 

l1 kan 1 3 

2 Y S Ta 2 

n k=2 (k - 2)! n 


de` aquí entonces que: 


pero como E, > (1 + =P 

lim E, - lim (1 + $)” 
o sea: 

lim (1 + $+ ST > 


¡e 


47. 


48. 


EJERCICIOS RESUELTOS 


Ejercicio 1.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


1 1 1 
a, * are Eg = + oare tg = +... + arc Eg 2 
2 8 2n 
Sol: 
Puesto que: 
1 1 1 
arc tg Sy Fare tg — - arc tg 
2k 2k-1 2k+1 
resulta: 
a, = arc tg 1 - arc L E 
n g 37n+1 
luego 
e T 
lim a, = arc tg 1 = 7 
Ejercicio 2.- 
- Calcular el límite de la sucesión: 
1 1 1 
an = arc tg DEN + arc tg 5 + .....o.o so + arc tg SORA 
3 7 n + n+1l 


Sol: 


Teniendo presente que: 


1 1 ak 
arc tg -~~~ = arc tg — -arc tg 
k +k+i k kot L 


49. 


resulta: 
ca = arc tg 1ł - arc t G 
g 9 aF 1 
luego 
lim a, > arc tg 1 = T 
Ejercicio 3.- 
Establecer la divergencia de la sucesión: 


1 1 1 


a aa E E E 
Sol: 
a 1 1 SE 
Rn n E T 
1 1 1 
E A AS O T 
A 
20 _ eS 
an > (n + 1) = yn + 1i —_—_ 


Ejercicio 4,- 


Sabemos que (1 + Z < e, pues la sucesión es creciente 


'y tiende hacia e, 


n L 


dando a n los valores: 


n + 


1, 


< 


1 o sea 


2, 3 .. ..oo 


gualdades así obtenidas, resulta: 


O sea: a, > Lín + 1) 


Ejercicio S.- 


r 


+ 5+ 


así lim a 
n 


is < 


L(n + 1) 


50. 


luego tomando logaritmo, se tiene: 


Sje 


=- Ln < 


n y sumando las n desi- 


Sj 


ii 
8 


> L(n + 1) 


Establecer la divergencia de la sucesión: 


S - a 
Conviene recordar que sia > b > 0, entonces 5 Di 


Aprovechando esta desigualdad resulta: 


multiplicando miembro a miembro se obtiene: 


4 
Un S 3 
y como 
u = 2 
n 2 


6 
5 


. 


8 
7 


....b. E E E 


s.a < 6 6 6 6 6 ê 


2n(2n + 2) 


2n + 1 
2n + 1 


(2n-1) (2n+1) 


(2n - 1) (2n + 1) 


(2h:= 2) 


(2n) 


51. 


resulta: 
e 46 >» S A nee 2 a e E 2 
no 2 < R A 2n = 2 
de donde 
Un > Ya + 1 —_—_ a o 


resultado que establece la divergencia de la sucesión. 


Ejercicio 6.- 


Establecer la divergencia de la sucesión: 


2 1 1 1 
o A log 2 j Too 3 eee togan 
Sol: 
Para todo número natural n se tiene 10” > n, luego 
1 1 
e y tos aa 
así entonces, dando a n los valores 2, 3, ..... n y sumando 
queda: 
S 54 1 i 1 
An A O A a +T 


1i 
8 


de donde: lim an 


Ejercicio ra 


Calcular el límite de la sucesión: 


R 3 4 
= O. E LS 
an A + de + 3 + 
Sol: 
1 1 2 3 4 
Saa Os e 
2 AE e 
1 E 1 1 
a —a LAE E 
n 2 r 2 2 aie 
4 1 
3 + - 
I Ah - 2 2P 
luego: lin Doa 4, ya que 


tenemos: 


Ejercicio 8.- 


E 3 n 

En o A A a n + 

TEE k E E E 

n 1 (k + 1): 1 PA E 

E S a ; 
a Ak: (k + 1I)! 

a =iı1i-~ E EAT implica lima_ = 

n (ES A 


n-1 n 
e.s... + —r + 
n72 2071 
n~ 1 
k ETT a + 
4 2271 
1 
EEPE +o 
yn 1 
n 
~- 1 


52i; 


Ejercicio 9.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


3 5 7 2n + 1 
An T mepo H + AS MES TA 
n q. 2% 22.32 32, 42 nó + (n + 1) 
Sol: 
k=n 2k + 1 


lim an a lim L RA 
Kel k“(k + 13% 


(e 19%. é 


n 
1 K (K + 1) 


ensa fi- e 


Ejercicio 10.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


an L log (1 T Ty) + log (1 + _—p+ ..... +t log (1 + rar) 


Sol: 


ken 1 kan (k + 1)? 
aes E log (1 + )= E log 
x=] KIK + 2) kml KK + 2) 


n n n 
a = E 2 logík +1) - E log k - E log (k + 2) 
1 1 1 
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a, = log 2 + logín + 1) - log(n + 2) 


luego: 


lim a_ = lim [109 2 + log R.A | log 2 


Ejercicio 11.- 
Si una sucesión (an? de términos no negativos 


tiene límite a, se tiene a > 0. 


ol: 


a 


Supongamos a < 0, entonces - a > 0 y como por hipótesis 


hay N tal que: 


tomando £= -a/2, se tiene para algun k > N: 


NIY 


1 a 
E S sF Y S E 


a 
a < + 
k 2 


afirmación contraria a la hipótesis, pues la.) no tiene térmi- 


nos negativos, así entonces: lim an = a > O. 


Ejercicio 12.- 


Sabiendo que lal < 1, calcular el límite de la 


sucesión: 


n 
Sol: 
S ¿K=1 
Tenemos: k-1 1 +L a P luego 
2 
La 
2 3 
taa? Les Ras Led 
a I ë o TT A ê 6 6 ê 
n 2 
a Is a? Is a? 1 - a 
de donde ST 
l - al 1 
lim a. = lim — = 
l-a Teea 


Ejercicio 13.- 


E 7 
si0< a < 7 demostrar que: 


A a — E a 
lim sen == 0 lim cos = = 
n n 


a = (1 + a)(1 + a?) (1 + a$) S (1 +a 


Para establecer el primer límite basta observar que: 


a a 
O < sen = < = 
n n 


para mostrar la segunda tesis tenemos: 


0O<1-costi=2 sen? A e a R 
n 2n 


o sea 
2 


a a 
0 < 1 - cos = < — 
n 2n 


56. 


le aquí haciendo tender n a infínito, queda: 


919 
I 
pa 


lim(1 - cos =) = 0 lim cos 


Ejercicio 142 


Calcular el límite de la sucesión: 


n n n 
a = + E kos 
ds nZ + 1 ni + 2 no + p 
Sol: 
Tomando la minorante an y la mayorante an 
n n n n? 
al = + E aO e S 
RE EN n+n n+n 
n n n n? 
A O T A 
ALS al aal no +1  n*+1 
se tiene: 
n? n? 
OA 
Do TL n n? +1 
o sea 
1 1 
R de 1 
1+- 1+- 
n E 


luego como a, Y a tiende hacia 1, resulta: lim a» 1 


Ejercicio 15.- 


“Calcular el límite de la sucesión: 


1 l 1 
A ce 
"n Vn: + 1 yn? + 2 
Sol: 


Tomemos las sucesiones auxiliares 


1 1 1 n 
1 IE E + A | + e.nno o + T 
an yn? + n yn2 + m Jn? + n yn2 + n 
1 1 1 n 


H 
e) 
+ 
E 
a] 
Ny 
+ 
ps 


D = RA RE P + N. 
R Vn? + 1 Y n2 + 
elias son respectivamente minorante y mayorante de la sucesión 


cada, luego: 


A E a e S 
n? + 1 


yn? +n n 


Ejercicio i6.- 


Calcular el límite de la sucesión 


58. 


Tomando las sucesiones auxiliares 
ERA? A 1 4 E 1 
=== 
\/n2 + 2n+ 1 VE + 2n + 1 n2? + 2n + 1 
2n + 1 


resulta: 
2n + 1 2n + 1 


Yn? + 2n + 1 n yn? + 1 


de donde: lim an = 2 


Ejercicio 17.- 


Calcular el límite de la sucesión 


n,a 
a, = COS (D 
Sol: C S A 
zog 2 a a 6 a a a 
l1 - cos — = 2 sen“ (—) < 2(—)f = $ (—) 
n 2n 2n 2n n 


multiplicando por cos a > 0, resulta: 


S (É) = cos? 2 a, 2 T 
cos (2 cos E < (5) + cos > < (7) 


G 


2 a 3 a G T 2a a, 2 
cos L cos (D < (5) COS És (=) 
cos? (83) - cos (2) < E? cds? ag (2) ? 
cost? (hy - cost (Ey < (1? cost (E) < (2)? 


Sumando miembro a miembro las n desigualdades establecidas, 


queda: 
n a,2 a“ 
1 - cos (>) <n D E 
o bien 
n a? 
0 < 1 - cos“ ($5) < S 
n 


de donde haciendo tender n a infinito se obtiene: 


lim (1 - cos” Sl =0 lim cos” (Š) = 1 


Ejercicio 18.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


Sol: 


Para el sumando de orden k se encuentra fácilmente que: 


< 


A T 
EOI k kF 


60. 


: de donde: 


lim aan = lim asn E 1 


lo que garantiza que: lim a, = 1 


Ejercicio 19.- 


Calcular el línite de la sucesión: 


T 1 1 1 
a ala a e Al 


1 
3 2 
El sumando de orden k es me ker y para él, descom 


poniendo en fracciones parciales, se tiene: 


1 P 1 1 1 

pa a e a E 9 

luego: i 
E O: 1 1 

AN QU TS T S Tee T a T ) 

Así: 
n 1 + 5 + $ Pregio se $ Z 
lim an F 2lim 
n + 1 n 


p 
ba, 
3 
po 
H 
M 
p 
ps 
he 
3 
jr 
H 
N 
o 
o 


L1ercic1L0 20.- 
Calcular el límite de la cucosión: 


Ln 
a = — 


n n 
Sol: 


lim lim =D = lim L Ar 


pi 
1 


o. 


Llin4/n=L1=0 


Ejercicio 2 


Calcular 21 ¡ínite de la sucesión 


Ip L 1)” 


f _nf2 32 43 (n + 1y” 
= lin ALAS S a E KK K - S 
K E n 
EEFE T n +1 


61. 


Ejercicio 22.- 


Calcular el línmita de 


In: 

n 
a = — 
n „D 


Sol: (corolario del Teorc:a 19) 


lima, = 


H 
KA 
Ka, 
3 
e 


Ejercicio 23.- 
Calcular el límite de 
a = VIa 
n 


Sol: (Corolario teorema 19) 


lim aS lim =fLn = lim 


y por criterio de Stolz, tenemos: 


l _Lí(n +1) - Ln 
Hnara rma T 


62. 


la sucesión: 


la sucesión: 


con n > 2 


Ln 


Lm - 1) 


63. 


nt, LEA LHD + SI 
nL a E + L(1 + v) 


Ejercicio 24.- 


Si p es número positivo, calcular el límite de 
la sucesión; 


n 
a. < Z Lp P E T e ai let) 


De acuerdo con el corolario al teorema 19: tenemos: 


sol: 


n Ha 
lim u. = lim con u > 0 
n Ui n 


luego: 


Ejercicio 25.- 


l Calcular el límite de la sucesión 
1 n 


Usando nuevamente la igualdad A 


un 
O 
p 


64. 


se obtiene sín dificultad: 


x E E n- 1 
lim an = Jim 42n + n 1) AO 
n n 
o E 
ina o A AD Ee) ia 
n e 
Ejercicio 26.- 
Calcular el límite de la sucesión 
AS) 
an On con n > 1 
Sol: 
Tomando las sucesiones auxiliares: 
u, = L(n:) v = nL n 


n 


el criterio de Stolz nos dá: 


u u 
= lim 


H 
l 
H. 
3 


lim a 
Ta 


L(n + 1) A 


L TEZIS Lín + 1) 


Ejercicio _27.- 


Si n > 1, calcular el límite de la sucesión: 


65. 


T Ade en 


P n Ln 
Tomando las sucesiones auxiliares: 
u = Lp LDL + orras E bon v=nLn 


puesto que v_ es creciente y divergente a infinito, tenemos: 


Â 


U u - u 
E 1 POS >... E . . + 
Usa LL +I + Lit. area PA UN lim -2 ziin 2 1 = A 
n n + 1 n 
lim a = lim a a A TT 
ae a “Tn + 1) Ln + 1) - nin 
H E 
Linol) Za 


n+ L.T 
Pl 


S + Lín + 1) 


Ejercicio 28.- 
Si p es un entero positivo, calcular el límite 


“e la sucesión: 


E E E A + nP v = 
n n 
puesto que V, £S creciente y divergente a infinito, el crite- 


rio de Stolz nos dá: 


zjercicio 29.- 


ahora 


Coamo, 


S D u Ien u 
A = lim -È = lim E. "n 
D + E 
n* Va Va + 1 Ya 
p 
. + 1)* 
an ZA 
A A S 
o E e E 
E E T p +1 
l O E + 
1 ai 2 + .. e xe p + 1 
AA 
O A e e E = 
p TY J Pp i 1 1 D + 1 1 
r JT E TT Z 
Ra L a K o + ta 
Determinar el límite de la sucesión: 
H: a +L Dn 
Sa E a+ a) 
n Aa L b BE < b-c n 
+ - = 
(1 ma * a 1) (1 + nas 2) 
E na T G lb =- c)n 
3 PTS na + C 
E 2 a 
| 
A 
n A L CG 
s —— 
Br ra e0 


66. 


67. 


resulta: 


1 Pi 
lim ano lim (1 + C) 


n 


Ejercicio 30.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


a A 5n y én - 7 
Œ 2n” - n+ 2 
Sol: (Teorema 25) 
EE -q 5nt6n-7) 
| 2n"-n+2 2 
2n"-n+2 
lim (1 + 32 a lim (1 + 1 ) 3n 
2n“ -n + 2 2n“-n+2 
5n 
Como además 
O T 2 ISL 2 
SE 75 Sn S T 
resulta 30n? =- 35n 
R =“ 
b 2n“ - n + 2 
lim a. = lim (1 + =) n = 15 


Ejercicio 31.- 
Demostrar la existencia y calcular el límite de 


n SA 
u. = hL a -= 1} 
n 


la sucesión: 


< 


cona > 0 


68. 


Sol: 


Tomando primero a > 1, resulta: 


Z 1 
E NO E A E e A 
0 < A T y D < 0 + 1 
7 n + 1 
y como 
SDE diz 
= 5 Ds 2 Gon p > d y a> 1 


resulta que Un £S sucesión decreciente acotada inferiormente 
y por lo tanto tiene un límite que llamaremos x. Por otra par- 
te de 4, >H (ya - 1) se obtiene: 


u 

u u n 
D ed a E 1 n/n 

a= (1 + l = (1 + 5 ur, 


de donde pasando al límite n ——>=— œ~ resulta: 


Si 0 < a< 1, basta tomar a = 1/A. 


Ejercicio 32.- 


- Calcular el límite de la sucesión: 


a conaybo>o0 


E (Ya +” byn 
no 2 


L 
H- 


A (S 
S e O 
n p Z 
L i ad 
PE HS 
ni a ~= 13 Ga 
3 =g a A va topon y b LA 
n 2n 
CR SER T 
Y moy ZE y = C 3 K e 
LOAN OS E A a E Yb - 1) qued 
e L 
3 EGT t a 2n 
D = (1 + Eou 2 j (1 $ S ER Dr 
val e i 2n/b i 
a n EE 
U wa 7 >- - Y 
A A 
7 D Hp 
R T E 
n v y y Ass 
Ejercicios 32,.- 
anaran rd m 
Calcular el loire de la sucesión: 
5 d e 
£ r S ” 
1 A A ES 
2 A E E 
n AES E E 
GOAL 
rx Zi d K t E 
Calculando A y R de modo que k^ = NETOS, e 
tra A s= B = 1, luego 
R Z PONE 
E E o 
TR A rg 5 — 
7 SO 


se encuen- 


70. 


n e 
A E k (k 1) + k 
n 2 k? 
Ar S E S = TIEUA TENE S 1 
A E A SUS y 


de donde resulta: lim a, = 26 


Ejercicio 34.- 


Calcular el límite de la sucesión 


B E 
a. 2 S A 
k=2 R 


Sol: 


Hagamos: x? E SE Akk = L] rE E E ES 


A 


Calculando los valores de A, B y C se encuentra 


C = 2, iucgo: 
S AE s kika 1) - 4k + 2 
a a T E EN GE E SE 
n > Ks 2 Ko 

n n n 
1 1 E 
a oa 5 + = 
T a2 i : A > k: 


de donde: 


71. 


Ejercicio 35.- 


il] + 1,2 < < (1 + o +1 
n n 
Sol: 
La primera parte de la desigualdad es inmediata, pues 
3 E D ; a > . 
la sucesión (1 + 1/n)” es creciente y tiende hacia e. Para 


l l E n + 1 
establecer la segunaa parte, como la secesión (1 + 1/n)” . 


tiende hacia e, bastará probar que ella es decreciente. 


Para ello tenemos: 


; on +1 1 ln 
E lio + aN 11 + A (1 ~ z? 
I E In 
nl (l1 + L 7. + == 
E UL n=- ) 
POLSI E 1 
a E A E. 
Mia n n G n 
a T E T 1 RO 2. n 
n 1 “a sE y) V n x T? n + T?) 
1 
a DEF L P e 
ae n X n 
a 2 
n-1 n n 1 n 


a Tor l 1 + £ 
B L EZ 2 zi 
n-1 1 + 5 1 + -= 
A T E n 


Ejercicio 36.- 
Demostrar que: 


1 
n T 1 


< Ki + Li < Â 
n n 
Sol: 


De la desigualdad ya demostrada: 


n n + 1 


EE 1 
1+ 3" <e<(1+ 7 


tomando logaritmo de base e, resulta: 


or 


1 1 
n Líl + a? <1< (n+ 1) L(1 + A 


de donde 


ST 


LO +$ <i y L(1 + 


luego: 


55 
n S MS 


72. 


73. 


Ejercicio 37.- 


Calcular el límite de la sucesión 


E T PO A 


n 


De la conocida desigualdad (1 + ijn)” < e se deduce fá- 
cilmente que: 
0% 2 WG ES Z 
dando a n los valores 2,3, ....... n, y multiplicando miembro 


a miembro las desigualdades obtenidas, resulta: 


o < (2 Verla Yodo... Den < E 


Ejercicio 38.- 


Establecer la convergencia de la sucesión: 


co = L+ E A 1 - Ln 


Haremos ver que C, es una sucesión decreciente y acotada 
inferiormente. Fácilmente se encuentra que: 


E 
C = tp 


1 
p + 1 n n SE Y E 


74. 


Por otra parte dando a n los valores 1, 2, 3, ..... n en la 


desigualdad 
1 1 
S Ea A 
` í 

y sumando se obtiene 


H] Z=“+ 2 + E o + > 
JS 2 3 ....> > Lín 1) > 0 


luego c, > 0. Así entonces siendo Ca decreciente y acotada 
i i 


¿ 


inferiormente, tendrá un límite. Este límite se llama corrien- 
temente la constante de Euler o de ltascheroni y se designa 


con la letra Y , siendo aproximadamente: Y = 0,577. 
En la resolución de algunos ejercicios os muy convenlen- 
te el empleo de la relación 
3 1 1 
A T E ES o 
23 h 7 


donde E es una sucesión que tiende a cero. 


U 


Calcular el límite de la sucesión: 


1 L 1 1 
a. < a T a T g cc T ARK 
Sn w FEoLL n + 2 n + 3 n +n 


Tenemos: 


B. 


1 1 i 
G = += + >= -+ s a c + — + .». + al KS 
l Ñ 2 3 n ta AE n T+ n L2n E 
T A E 
a E Ro 2 G. Sn R, - 
f 2 3 ES n 


de donde restando, se obtiene: 


D = S 1 E A - > A AS - L2n + Ln - Es + En 
c sea 
1 7 
R > S S ti a e 
y luego 
1 H 2 
lim (qF + er DS Ke T paras A 


Ejercicio 40.- 


Determinar el límite de la sucesión: 


a = lo e E co... Cuarta 
Sol: 
ae Na B 3 ij 5 g > $ SE se ETS d 
HHT +H -aG T E 
asn F (1 + 5 + 5 poan + + - L2n) + L2n + 


. 


+ t - Ln) - Ln 
n 


l 
a 
+ 
N| 
$ 
tfe 
+ 


76. 


DATAN O O O L2 
luego 
lim adn + L2 
Como además: 
lima E CI S T 
2n + 1 2n 


2n + 1 


resulta: lim a, = L2 


Ejercicio 41.- 
Calcular el límite de la sucesión: 


i 1 1 1 | 1 
e n aa 


¿n = 1) 


Para el sumando de orden k, se encuentra fácilmente que: 


1 2 K 
x(2k - 1) — 2k - 1 k 
luego: 

F 1,1 o O t 

e id A E 
a A O: A O 1 
A A E g E e E E 

A pan o 


de donde: lim an = 2L2 


TA 


Sol: 
Teniendo presente que E 2a a result 
z k(2k + 1) k 2k + iS 
S 1 1 1 1 1 1 
o o O ne 
1 L 1 r 1 
= Det = + = ==) es e a J 
E as TS TS T x c s S 2(1 +35 s Fa 
= A, N = E i 
an 2 + 2{ Y+ E, tin) E E a S T 
luego iina, = 2 ~ L4 
n 
Ejercicio 43.- 
Calcular el límite de la sucesión: 
x 1 
a, = E AS PA A rana EEES 
1-3 2» 15 3 + 35 n(á4n 1) 
Sol: y 


resulta: 


78. 


a, E 72( Y E EER E OE E 
lim a, = 2L2 ~- 1 


Ejercicio 44,- 


Determinar el límite de la sucesión: 


E e a) 
n r 


Sol: 


o 
x= Y 
tomemos 
D O E 
z= ar? y = 2 
entonces: 
2 2 
a, = n(x - y).= n (x 7) (x + xy Y ) 
x + XY + y 
3 3 
po KE 
E 2 


x T xy+t y 
ar 8 + 2/n - 8 a 
n 3 NB + 2/m)* + 2 JE + 2/n + 4 
1 
6 


luego: lim S 


í 


TIa 


Ejercicio 45.- 


tal que: 


demostrar que lim aa 7 0 
Sol: 
Por hipótesis se tiene que: 
a et o <a TL E para n > N 


tomando € , de modo que a + €e =k < 1, queda: 


dando a n los valores n + 1, n+ 2, ...., N+ p- 1, y multi- 


plicando las desigualdades obtenidas, resulta 


y dejando n fijo y haciendo tender p a infinito, se obtiene: 


lim a, + p K 0. 


Ejercicio 46.- 


Calcular el límite de la sucesión: 


80. 


y” 


u 
Le 
po 


E 


si |a| <1, se tiene: 
aT n 1 
lim a, æ lim nt = lima « lim A" 0» 0=0 


Si lal >1, sea N el mayor entero contenido en la|, entonces 


para n > N, tenemos: 


N Pas n 
(N + 1 E (La AR O E DY la| 
laj” < E T. GT = e n 


0 < lim dal” - (N+ 1 d 1)" Lím qhap” = 


y como a/(N + 1) es un valor absoluto menor que uno queda: 


81. 


Ejercicio 47.- 
-Si lal > 1 y 6 < O calcular el límite de la su- 


cesión 
A n? an 
Sol: 
Pongamos  = - @ y sea p el mayor entero positivo conte- 


nido en E + 1. Además tomemos h > 0 de modo que a = 1 +h, 


entonces: 
In? ana E h)” (4+ h)” 
po nP 
de donde 
n 
In? a” | > L ) n? P 
GA p 
DL n 
|n? n| 5 hP 1 nín - 1)(n ~ 2) ..... (n-~ p) 
nP (p + 1)! 
p + 1 < 
[n? a| > ham: a-ba-¿ AI (1 - En 
y luego 


Ejercicio 48.- 


Si lal < 1 y € > 0 calcular el límite de la su- 


cesión: 


82. 


Sean p el mayor entero positivo contenido en 0 + 1; 


elijamos h de modo que Jal = —— +5 


Tendremos: 


D 
|n? aj < — = para n> p L 1 
(1 + h) 
9 n nP 
In" a l} g S A 
2 n + 1 E n 
E A tauno t i 1 hF Ereet EE 
1 2 p +1 n 
aos 
y hP + 1 
12 3 ...... (p + 1) 
Ə n SST EN o 1 
in aj < E E, n 
(1 - œ) UL C A E (1 - zl 
luego 
mn a ei 


Ejercicio 49.- 
Si las sucesiones BI Y ba convergen respectiva- 


mente hacia a y b, demostrar que la sucesión: 


converge hacia ab. 


Sol: 
Hagamos ag = a+ Bc: con lim 9% = 0, entonces: 
21Bn + abu +... + aa?i £ (a + 01) ba + (a+ 83) ba-1t (a+0,)b, 
n n 
en by + b, t osaa t ba ñ 9,B, + 8, sq Fa 8nP1 
n n 


El límite del primer sumando evidentemente es ab, bastará 


entonces demostrar que el límite de la segunda fracción es cero. 


Como la sucesión ba es convergente por hipótesis, ella 
será acotada, es decir hay un número B > 0 tal que Ib, |< B, 


entonces: 


81 + 97Pn-1 + .... + B.-B: 1 2 A 


n 


15) + 9 Pi a 0 
< B 


y como lim 8, = 0, queda establecida la tesis. 


Ejercicio 50.- 


Dadas las sucesiones a, Y Ba por las fórmulas 


< 


de concurrencia: 


84. 


N aL ML z 
an Ba a -1 Sn “L 
con l 
6 TL Db 3 
SET D =Yab y a> b> 0, se pide demostrar 


que son convergentes a un mismo límite. 


Sol: 
Operando algebraicamente es fácil establecer que: 
3 EEA ai A Pa zel 
H= 1 n, 2 
a e y n-1 SET Y en-1 gy Pn-1) y Pasi 
Ahora como del enunciado se desprende que a, > b,, haciendo 


Del 1” 


n = 2, resulta: 


así entonces: 


ai Zaa o O a aaa a E < 


D < b, < b3 $ sua al 


es decir a, es decreciente y acotada inferiormente y Br es cre- 
ciente y acotada superiormente, luego ambas tienen límite. 
Suponiendo que estos límites son a y B, haciendo tender n a 
infinito, la igualdad: 

a + b E B 


E < ; a + 
n-1 A On Tere ns > 


a = 
n 


de donde resulta a = B. 


85. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


(A) Determinar el límite de las sucesiones siguientes: 
-2 e 
1 (yn +an+b-mn) Rep: a/2 
2 LAR ki 
2. a * a 121/n o Rep: e” 
n” + ân 
n? - 1n2+1 
S 5 2n e 3 n + MIS . Er e 
3 = sapie G xep: E) 
A E E E E E Rep: Z 
G n n Ñ 3 
2 3 2 
RT a (2 +n = 2, (n + 21/12n*-1) Rep: e 
n 
non 
n + 2, (n-2)/(n? + 6) : 
6. a = (—) Rep: 1 
n 2 
2n == 5 
n) 
Tar aTa A Rep: 0 
n 
PA Vn 3 S 
8.- an = (n +V n) L(1 + Ao Rep: 5 


wo 
l 

w 
u 


` n(Na - 2/3) Rep: 0 


a 


86. 


n 
L) L) Rep: 00 
1 


.4.6 soso”. (2n) Rep: 1 


Ron 


11.» an 


n?2/n n n n 
12.- an = ( ) ( ) ( ) e... ( ) Rep: e 
0 1 2 n 
(B) Si a es positivo: Demostrar que la sucesión: 
an sja Y e eea +ya (n raices) 
tiene límite. Calcular su límite, 
(Cc) Si (an?) es una sucesión de términos positivos, demos- 
trar que: 
1 l l 
n n n 
a +a + +a 
` 1 2 DA k _k 
limr( ) = ay 4 BL 
i 
(D) Si (a,) es una sucesión de términos positivos, demos- 
trar que: 
1 1 l 1 
aj + 2a,” da +... + ka” n 


2 3 


a S a R 


AN 2 
= (al.aS g S T 


